Pochodne czastkowe 1 ekstremum lokalne funkcji 2 zmiennych.

1. Znalez¢ pochodne czastkowe (pierwszego rzedu) funkcji:
a) f(x,y,z) = NG [dos(xy) +yln’x -z b) f(x,y,z) = Jx On(y® +2z*)—ysinx +y”*

© f(x,y,z)=z" —arctgs d) fx,y,2)=e” -y" of(x,y)= yln(lj
X
) f(x,y) =x’yOn(x* +y?) g f(x,y,z)=z" XY —-y* &’ h) f(x,y) =e" [os(x +y)
2. Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji i wykazac, ze pochodne mieszane sa rowne:

a) f(x,y) =yBin(x> +2y) b) f(x,y) =xGx+y>) ©) f(x) =y "> d) f(x,y) =arctg*

e) f(x,y) =yh(x* +y?)
3. Znalez¢ ekstremum funkcji dwoch zmiennych: a)f(x,y) = yx* +2y’ +x° +5y> b)f(x,y)=x’ +y’ —9xy
c) f(x,y) = x? +8y3 —-6xy d) f(x,y) =3xzy—x3 —y4 e)f(x,y) = x* +y2 -2xy DHf(x,y) = x? +y2 -2Xxy
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Odpowiedzi 1 rozwiazania wybranych zadan:

la) f} ==z Bin(xy) +L2Inx  f/ =—Jz X Bin(xy) +In*x-2"lnz  f! = COSXY) _ v
X

z 2\/;
C)f;;:_ lzl:é_lzj: Zy 2 f;:Zyan_ 12El1_:Zyan_ 2 2 f;:yzy_l
X" +y 1+ X"ty
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d) f{ =ze¥ —zy” ny f, =—zxy”" f =xe¥ -xy”lny

o) f! = yg(—x—yz) ==L = 1n(1j ryXg = ln(lj +1

X
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9] f; :2Xyln(X2 +y2)+ zx y2 f}', :XZIII(XZ +y2)+ 22X Y >
X" +y X~ +y
h) f; =ye¥ cos(x +y)—e¥sin(x+y) f| =xe™ cos(x +y)—e™ sin(x +y)

2.a) f(x,y) =yBin(x* +2y) ! =2xycos(x’ +2y) fi = sin(x” +2y) +2ycos(x” +2y)
f!' = 2ycos(x > +2y)—4x’ysin(x > +2y)

no_ 2 2 . 2 _ 2 _ . 2
w = 2c08(x” +2y) —2cos(x” +y) —4ysin(x” +2y)= 4cos(x” +2y) —4ysin(x” +2y)

Xy

=2xcos(x’ +2y) —4xysin(x’> +2y)  f' = 2xcos(x’ +2y)—4xysin(x > +2y), wigc f;, =f]

yx yx *

_ 2 r_ 2 3x . 2xy
b) f(x,y) =xn(Bx +y*) . =In(Bx+y )+3X+yz f! = oty
o3 +3(3x+y2)—3xB: 3, 3y?  _ 9x+6y’
T34y’ (Bx+y?*)? 3x+y? Gx+y’)’ (Gx+y’)’
o= 2x (3x +y?) - 2xy Ry :6x2 +2xy” —4xy’ _ 6x° —2xy’
» (Bx +y?*)? (Bx +y?*)? (Bx +y*)?
w2y 3x[2y 6xy+2y’ —6xy 2y’
b Ty Gty Gxey Grey)
o= 2y(3x+y’)—2xy 3 _ 2y’ wice £ = £

” (Bx +y?)’ Bx+y>)*’



2xy+2x =0
x> +6y>+10y=0’
2x(y+1)=0 = x=01luby=-1, co wstawiamy do drugiego réwnania: dlax=0 6y* +10y =0,
dlay=-1 x*-4=0.Zatem sa4 punkty: P,(0,0), P,(0,-%), P,(=2,-1), P,(2,-1).
fr, =2y+2 f =12y +10, f =2x.

3.a) f(x,y) =yx* +2y* +x* +5y° f; =2xy+2x f) =x*+6y’ +10y, { stad

P1(0,0) [ P(0.-2) | Ps(-2-1) | P3(2-1)
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W(0,0) = =20 >0 jest minimum, W(0,-2)= = 40 >0 jest maksimum,
0 10 ’ 3

W(-2,-1) = 0
’ -2

0
<0 brak ekstremum, W( 2,-1) = ‘ 5 <0 brak ekstremum . Zatem funkcja

12
posiada minimum w P;(0,0) o wartosci f . =0 oraz maksimum w Py( O,—%) o wartosct f = —5 Innych

ekstreméw funkcja nie posiada.

3x2-6x =0 x* .
) ,stad y=—1
24y° —6x =0 2

6x(x* —=1) =0 = x =01lub x =1, zatem sa 2 punkty: P,(0,0), P,(1,1). f’ =6x fy, =48y f; =-6 f  =-6.

yx

o) f(x,y)=x’+8y’ —6xy f! =3x" -6y f;=24y2—6x, {

P1(0,0) | Px(1,4)
f 0 6
f;; 0 24
f)'(’y = -6 -6
0o - -6 1 -1 )
W(0,0) = =-36 <0 brak ekstremum, W(1,7)= = =360(4-1)>0 -jest
-6 0 -6 24 -1 4

minimum. Zatem funkcja posiada tylko jedno minimum w P(1,4) o wartoéci f_, =-3.

2 f(x,y)= R y . Musimy zatozy¢, Ze x 01y # 0, zatem dziedzina funkcji jest ptaszczyzna R* bez
y X
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- =_i2+1,sta(d___2=(),i—%+1=O.Zatemz
y X y y X y

osi wspotrzednych: x =0iy =0. f =
=0, y’ =1, wiec y =1, x =1. Jest jedyny punkt P( 1, 1).

LA =2 fran=2, fLan=-1.




